
Recherche opérationnelle et aide à la décision 2 (suite)


	
Regrets :

	12
	27
	-5
	51
	56
	5
	12

	-1
	39
	78
	18
	26
	42
	24

	29
	3
	92
	24
	53
	-2
	38

	46
	3
	12
	56
	40
	6
	25

	0
	15
	54
	-14
	15
	18
	



Coût de cette solution : 3634 – 5*9= 3589

	12
	5
	61
	56
	61
	10
	12

	-6
	39
	78
	18
	26
	42
	29

	24
	3
	92
	24
	53
	-2
	43

	41
	3
	12
	56
	40
	6
	30

	0
	10
	49
	-19
	10
	13
	


Cette solution n’est pas optimale.

Coût de cette solution : 3589 – 6*9 = 3535





	6
	9
	61
	56
	61
	10
	6

	23
	39
	78
	18
	26
	42
	23

	30
	3
	92
	24
	53
	-2
	37

	47
	3
	12
	56
	40
	6
	24

	0
	16
	55
	-13
	16
	19
	


Cette solution n’est pas optimale.


Coût de cette solution : 3535 – 3*2= 3529



	6
	5
	61
	54
	59
	10
	6

	23
	39
	78
	16
	24
	42
	23

	32
	5
	2
	24
	53
	54
	35

	49
	5
	14
	56
	40
	8
	22

	0
	16
	55
	-11
	18
	19
	


Cette solution est optimale.




Grille des transports :
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	2+
	25-
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	32

	
	
	3
	6
	5
	
	14

	
	
	
	
	9
	
	9

	9
	11
	28
	6
	14
	5
	


 = 9, donc :
	9
	
	9
	
	
	
	18

	
	11
	16
	
	
	5
	32

	
	
	3
	6
	5
	
	14

	
	
	
	
	9
	
	9

	9
	11
	28
	6
	14
	5
	




	9-
	
	9+
	
	
	
	18

	
	11
	16-
	
	
	5
	32

	
	
	3
	6
	5
	
	14

	
	
	
	
	9
	
	9

	9
	11
	28
	6
	14
	5
	


=9, donc :
	
	
	18
	
	
	
	18

	9
	11
	7
	
	
	5
	32

	
	
	3
	6
	5
	
	14

	
	
	
	
	9
	
	9

	9
	11
	28
	6
	14
	5
	



	
	
	18
	
	
	
	18

	9
	11
	7+
	
	
	5-
	32

	
	
	3-
	6
	5
	
	14

	
	
	
	
	9
	
	9

	9
	11
	28
	6
	14
	5
	


=3, donc :
	
	
	18
	
	
	
	18

	9
	11
	10
	
	
	2
	32

	
	
	
	6
	5
	3
	14

	
	
	
	
	9
	
	9

	9
	11
	28
	6
	14
	5
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Ces méthodes utilisant les graphes permettent, en général, de trouver le chemin le plus court, ou de faire passer le maximum par un chemin (d'eau par exemple). Les cas concret d'utilisation sont évidents…
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Définition : Soit X un ensemble fini et dénombrable : X = {x1, …, xn}. Soit  une application de X dans lui-même ( est l'ensemble des arcs ou trajets existants = {(x1,x2), (x1,x3), (x1,x6), (x2,x3), (x2,x4), (x3,x4), (x3,x5), (x4,x5), (x6,x5), (x6,x5)}.
On appelle l’ensemble (X, ) un graphe d’ordre n (n est le nombre de sommets = card X). Un graphe est donc un ensemble de liaisons entre des points.
Représentation sagittale :x6

x1

x2

x3

x4

x5










On peut noter + l’application « successeur » : + : X  P(X) (ensemble des parties de X). Par exemple, +(x1) = {x2, x4, x6}. De même, on peut définir -, l’application « prédécesseur », : X  P(X). Ex. :  -(x2)={x1}

	
	Précédents
	Suivants

	x1
	
	x2, x4, x6

	x2
	x1
	x3, x4

	x3
	x2
	x4, x5

	x4
	x1, x2, x3, x6
	x5

	x5
	x3, x4, x6
	

	x6
	x1
	x4, x5



Deux sommets reliés s’appellent sommets adjacents.
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Un graphe peut être orienté ou non orienté.
Ex. :x1

x2

x3

x4

x1

x2

x3

x4


	arête
	cycle



	Graphe orienté	graphe non orienté

Dans un graphe orienté, on parle d’arcs reliant deux sommets.
On appelle chemin une suite ordonnée d’arcs dans lesquels l’extrémité terminale d’un arc coïncide avec l’extrémité initiale du suivant : [x1x2], [x2 x3] =  x1 x2 x3 (chaîne si non orienté).
Un chemin pour lequel u1 = uP s’appelle circuit.
x1

x2

x3

x4

x5


x1

x2

x3

x4

x5






		Chemin					circuit

Longueur d’un chemin = nombre d’arcs du chemin
Boucle = chemin de longueur 1
a




Un chemin est simple lorsqu’il ne passe qu’une seule fois par chacun de ses arcs
Un chemin est élémentaire s’il ne rencontre pas plus d’une seule fois chaque sommet.
a

b

c

d


	(abcd) = chemin élémentaire
	(abbcd) = chemin non élémentaire
	(bb) = boucle et circuit élémentaire
	(abca) =circuit élémentaire
	(abcabc) = circuit non élémentaire
Un chemin qui passe une fois exactement par chaque sommet est hamiltonien


Ex. : (a,b,c,d) est un chemin hamiltonien. Mais il n’y a pas de circuit hamiltonien : il faudrait que d  a
NB : dans un graphe d’ordre n, un circuit hamiltonien est de longueur n, un chemin est de longueur  n – 1.

Dans un graphe non orienté :
On appelle un arc non orienté une arête. Le chemin devient chaîne, le circuit cycle.
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On écrit tous les chemins possibles d'un graphe pour trouver les chemins hamiltoniens.
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A

C

D

E

B


	
	A
	B
	C
	D
	E

	A
	
	AB
	AC
	
	AE

	B
	
	BB
	BC
	
	

	C
	
	
	
	CD
	

	D
	DA
	
	
	
	DE

	E
	EA
	
	EC
	
	




Pour trouver les chemins de longueur 2, on calcule M² ; pour les chemins de longueur 3, on calcule M3 et ainsi de suite.
	AEA
	ABB
	ABC
AEC
	ACD
	

	
	BBB
	BBC
	BCD
	

	CDA
	
	
	
	CDE

	DEA
	DAB
	DAC
DEC
	
	DAE

	
	EAB
	EAC
	ECD
	EAE



M² =






Recherche des chemins élémentaires : avec la multiplication latine, il suffit de ne considérer que les chemins de Mn-1 qui n’ont pas de répétition de lettres ; dans l’exemple, matrice des chemins élémentaires de longueur 4, ici chemins hamiltoniens.
M² =

	AEAEA
ABCDA
AECDA
ACDEA
	AEABB
ABBBB
ACDAB
	AEABC
AEAEC
ABBBC
ACDAC
ACDEC
	AEACD
ABBCD
	ABCDE
AECDE
ACDAE

	BBCDA
BCDEA
	BBBBB
BCDAB
	BBBBC
BCDAC
BCDEC
	BBBCD
	BBCDE
BCDAE

	CDAEA
	CDABB
CDEAB
	CDABC
CDAEC
CDEAC
	CDACD
CDECD
	CDEAE

	DEAEA
DACDA
DECDA
	DEABB
DABBB
DAEAB
	DEABC
DEAEC
DABBC
DAEAC
	DEACD
DABCD
DAECD
	DACDE
DAEAE
DECDE

	EACDA
ECDEA
	EABBB
ECDAB
EAEAB
	EABBC
ECDAC
ECDEC
EAEAC
	EABCD
EAECD
	EACDE
ECDAE
EAEAE
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A

C

D

E


B




	0
	1
	1
	0
	1

	0
	1
	1
	0
	0

	0
	0
	0
	1
	0

	1
	0
	0
	0
	1

	1
	0
	1
	0
	0


	1
	1
	2
	1
	0

	0
	1
	1
	1
	0

	1
	0
	0
	0
	1

	1
	1
	2
	0
	1

	0
	1
	1
	1
	1




	M = M² =




Si M est symétrique, le graphe est symétrique.
Si dans M², il y a un 1 (ex. : (A,B)) alors: il y a un chemin de longueur 1 de A à B, s’il y a un  2 (ex. : (A,C)), il y a un chemin de longueur 2, etc. 
On peut connaître l'existence et le nombre de chemin d'une longueur donnée mais on ne peut pas préciser s'il est hamiltonien, simple ou autre…

Rappel:2 5
8 7

	B=	1x2 + 3x8 = 26
	1x5 + 3x7 = 261 3
2 4

26 26
36 38
2 5
8 7

1 3
2 4


	.	=	A=	2x2 + 4x8 = 3626 26
36 38

	2x5 + 4x7 = 38

N'oublions pas que BA  AB !1 3
2 4


12 26
22 52


	A=
2 5
8 7


	B=
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A

B


C

D






Ici, la présence d'un 1 représente l'existence d'un chemin. Dans M², s’il y a un 1 cela signifie qu’il existe un chemin de longueur au plus 2 entre les deux sommets. 
Les matrices booléennes permettent d’aider lors de la recherche des composantes connexes.

Remarque : si le graphe a une entrée (point de début, c'est à dire que les arcs partent de ce sommet mais aucun n'y arrive), il y a une colonne de 0 associée à ce sommet ; et si le graphe a une sortie, il a une ligne de 0.
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Un graphe est dit connexe s’il existe au moins un chemin entre toute paire de sommets.

Exemple :
Ce graphe est non connexe, mais il a 3 composantes connexes.A

B

C

D

E

F

G







Déf.  de composante connexe :
On définit une relation d’équivalence  par xi  xj si xi et xj (confondus ou non) sont reliés par une chaîne (On a évidemment : xi  xi)
A

B

C

D

F


Ex : 					X= {A, B, C, D, E, F}E


					Ce graphe contient deux composantes connexes : 
					{E} et {A, B, C, D, F}

Démo : Cette relation est bien une relation d’équivalence :
A  A	donc la relation est réflexive.
A  B et B  A : car il existe une chaîne de A vers B ou de B vers A (l’ordre ne compte pas), donc la relation est symétrique
A  B et B  C  A  C, donc la relation est transitive
On parle alors des classes d’équivalence de cette relation : la classe de x est l’ensemble des sommets équivalents à x, on l’appelle composante connexe de x.
Remarque: un sommet est toujours lié à lui-même.
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Un graphe est dit fortement connexe si entre toute paire de sommets, il existe un chemin de A vers B et un chemin de B vers A.
Soit G =(X, U) un graphe. Si quels que soient A, B  X, il existe un chemin de A vers B et un chemin de B vers A, alors le graphe est fortement connexe. Sinon on définit des composantes fortement connexes.
Exemple : dans l’exemple précédent, il y a quatre composantes fortement connexes qui sont : {A}, {B, C, D}, {F} et {E}. Dans la suite, on a une composante fortement connexe.
A

B

C

D

F


	B -> C	B -> D
	C -> B	D -> C -> B


Remarque : on définit là encore une relation d’équivalence (en admettant que A est en relation avec lui-même).
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Fermeture transitive d’un sommet x : {ensemble des sommets reliés à x par un chemin de longueur  n – 1} = {x}  {t(x)}…  {tn-1(x)}, où tk(x) = t(tk-1(x)).

A partir d’un graphe G, on définit une matrice booléenne M, puis on calcule les puissances Mk. Entre xI et xj, il existe au moins un chemin de longueur k si le terme (i,j) de la matrice Mk vaut 1. Alors dans M+M[2] +…+M[k-1], on trouvera 1 en place (i,j) s’il existe un chemin de longueur  k-1 entre xi et xj

La fermeture transitive de l’ensemble X des sommets du graphe G est obtenue en calculant I+M+…+M[n-1] = (I+M)[n-1]


Exemple : 1

2

3

5

4









M =,   I+M=A=,   A²=,
 A3= A²=Ak pour k  2


La fermeture transitive du graphe est donc obtenue en permutant lignes et colonnes : 


			1

2

3

5

4



et le graphe a cinq composantes fortement connexes.


Remarque : on n’est pas toujours obligé de calculer jusqu’à (I+M)(n-1), on peut s’arrêter dès que (I+M)(k-1) = (I+M)(k)
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Soit le graphe d’ordre 7 suivant :
A

B

G

F

E

C

D







M= 	(I+M)6 =  
Après réorganisation des lignes et des colonnes, on détermine les classes fortement connexes :
 c1  c2  c6 c3 c4 c5 c7

A

B

G

F

E

C

D



	I	II

II




Recherche des chemins hamiltoniens :
La classe II n’a que des arcs incidents intérieurement. Donc s’il existe un ou plusieurs chemins hamiltoniens, leur origine doit se trouver dans la classe I et leur extrémité dans la classe II.
FABGCDE ; ABFEGCD sont les deux chemins hamiltoniens de ce graphe.
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A

B


C


D

J



E

I



H


G

F



On va essayer de déterminer les successeurs et prédécesseurs de A par des chemins de longueur quelconque: t-(A) et t+(A)
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I
	J
	
	t-(A)

	A
	
	1
	
	
	
	1
	1
	
	
	
	
	0

	B
	
	
	
	
	1
	1
	
	
	
	
	
	

	C
	
	
	
	1
	
	
	
	
	
	1
	
	

	D
	
	
	
	
	
	
	
	1
	
	
	
	

	E
	
	
	
	1
	
	1
	
	
	
	
	
	

	F
	
	1
	
	
	1
	
	
	
	
	
	
	

	G 1 chemin de long. 2 de G à A

 1 chemin de long. 1 de I à A

	
	
	
	
	
	
	
	
	1
	
	
	2

	H
	
	
	1
	
	
	
	
	
	
	1
	
	

	I
	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	1

	J
	
	
	
	1
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	t+(A)
	0
	1
	5
	3
	2
	1
	1
	4
	2
	5
	
	



A est le point de départ de chemin qui vont vers tous les points: t+(A) = {A B C … J}
A est l'arrivée de chemin qui proviennent de G et de I: t-(A) = {A, I, G}
A n'est lié "dans les 2 sens" qu'avec I, G et A: 1ère composante fortement connexe: (A, I,G)

t+(A) t-(A)= classe d’équivalence ou composante fortement connexe du graphe 
	Arcs dont l’extrémité initiale est A : AB, AF, AG : 1
	Arcs dont l’extrémité initiale est B, F, G : BE, BF, FB, FE, GI : 2 (si non marqués)
	Arcs dont l’extrémité initiale est E ou I : ED, EF, IA : 3
	Arcs dont l’extrémité initiale est D : DH : 4
	Arcs dont l’extrémité initiale est H : HC, HJ : 5

Pour t-(A), même travail sur les colonnes, c’est-à-dire recherche des extrémités initiales des arcs finissant en A, puis en I, puis en G.
t+(A)  t-(A) = {A, G, I} 

Pour B :	Pour C :

	t-(B)
	
	
	



 t-(C)
	

	X (1)
	A
	
	X (5)
	A

	0
	B
	
	X (4)
	B

	
	C
	
	0
	C

	
	D
	
	2
	D

	2
	E
	
	X (3)
	E

	1
	F
	
	X (4)
	F

	X (3)
	G
	
	X (7)
	G

	
	H
	
	1
	H

	X (2)
	I
	
	X (6)
	I

	
	J
	
	3
	J



	t+(B)
	X
	0
	4
	2
	1
	1
	X
	3
	X
	4



Composante connexe de B: t+(B)  t-(B) = {B, E, F}
t-(B) = {A, B, E, F, G, I}	t+(B) = {B, C, D, E, F, H, J}
Pour C : 	t+(C)  t-(C) = {C, D, H, J}

	t+(C)
	X
	X
	0
	1
	X
	X
	X
	2
	X
	3



t+(C) t-(C) = {C, D, H, J}


Conclusion :
Il y a deux chemins hamiltoniens : 
			GIABFEDHCJ
			GIAFBEDHCJ

NB : s’il y avait un circuit hamiltonien, il n’y aurait qu’une seule classe d’équivalence.

Graphique : 
A

G

I

B

E

F

D

H

C

J






	I	II	III
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On a un graphe quelconque, valué par des grandeurs positives.
Problème du voyageur de commerce : aller de A à B en passant par un certain nombre d’autres villes, en effectuant un minimum de km.A
B
C
D
E
F
G
2
3
2
5
6
3
2
2
3
1
8
8








Algorithme : 
1. On numérote les sommets dans un ordre quelconque (sauf le x1 et xn)
2. i = +  sauf 1 = 0
3. pour tout sommet xj pour lequel j - i > V(xi, xj), V représentant la valuation de l’arc, remplacer j par i + V(xi, xj)
4. s’arrêter lorsque aucun i ne peut plus être modifié.

A
B
C
D
E
F
G
2
3
2
6
3
2
2
3
1
8
8
5
A = 0
C =2
D =5
B =7
F = 6
G =3
E=5









Le but est de trouver un chemin de A vers B associé à la valuation totale la plus faible.
ACDB = 2+3+2=7
AEDB = 5+8+2=15
AEFB = 5+2+1=8
…
Chemins de valeur minimale : ACDB, ou AGFB, coût : 7
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Trois châteaux d’eau A, B, C alimentent quatre villages D, E, F, G. 
Le château d’eau A dispose d’un débit de 	45 litres/sec
Le château d’eau B dispose d’un débit de 	25 litres/sec
Le château d’eau C dispose d’un débit de	20 litres/sec
Le village D aurait besoin d’un débit de 	30 litres/sec
Le village E aurait besoin d’un débit de 	10 litres/sec
Le village F aurait besoin d’un débit de 	20 litres/sec
Le village G aurait besoin d’un débit de 	30 litres/sec
Dans la canalisation entre le château A et le village D, le débit maximum est : 10 litres/sec
Dans la canalisation entre le château A et le village E, le débit maximum est : 15 litres/sec
Dans la canalisation entre le château A et le village G, le débit maximum est : 20 litres/sec
Dans la canalisation entre le château B et le village D, le débit maximum est : 15 litres/sec
Dans la canalisation entre le château B et le village E, le débit maximum est : 5 litres/sec
Dans la canalisation entre le château B et le village F, le débit maximum est : 15 litres/sec
Dans la canalisation entre le château C et le village F, le débit maximum est : 10 litres/sec
Dans la canalisation entre le château C et le village G, le débit maximum est : 10 litres/sec.
[5]
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On appelle réseau de transport tout graphe fini, sans boucle, avec une source (ou point de départ) et un puits (ou point d’arrivée), où tout arc est valué par un entier positif c(u), nommé capacité  de l’arc.
Source = entrée, sommet sans prédécesseur (ou ajouté)
Puits = sortie, sommet sans successeur (ou ajouté)
On appelle flux de l’arc u la quantité (u) (entier naturel) telle que 0   (u)  c(u)


Loi de Kirchoff :  pour tout sommet x différent de l’entrée et de la sortie
Où Ux- est l’ensemble des arcs incidents intérieurement à x et Ux+ est l’ensemble des arcs incidents extérieurement à x.

On appelle flot : flux émis par la source =  

		= flux recueillis par le puits = 
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1. Trouver un flot complet : flot dont tous les chemins menant de x0 à xn ont au moins un arc saturé.

Exemple :O
A
B
C
D
E
F
G
S
10
20
35
25
20
10
5
10
10
10
20

10
20
30

5














OCGXn : 	O  	C   	G  	Xn		CG = 10 saturé
		     20     10	     30			OC = GXn =10	

OCFXn :	CF saturé puis OC saturé (CF=10, donc OC  = 10+10=20)



OBFXn :	O  	B  	F   	Xn		FXn  = 10 saturé
		    25     15     10			OB = BF = 10



OBEXn : 	O  	B   	E   	Xn		BE = 5
		    15	     5	     10			OB = (10+)5=15, EXn = 5



OBDXn : 	O  	B   	D   	Xn		OB = (25+)10
		     10	    15	      30		BD=DXn= 10



OAGXn :	O   	A   	G  	Xn		AG = GXn = 20
		     45	    20	    (30-10)=20	OA = 20



OAEXn :	O   	A  	E  	Xn		EXn= 5	
		     25	     15	     10-5		OA = AE = 5



OADXn :	O   	A  	D   	Xn		AD = 10
		     20	     10	     20			OA = DXn = 10

(Selon la principe du bas vers le haut)
On a déterminé un flot complet dont la valeur est V() = 80  (mais n'est pas maximale).

2. Marquage : on va chercher si ce flot est maximal ou non.
· Marquer l’entrée du réseau : +O
· Marquer toute extrémité terminale J d’un arc non saturé (I, J) dont l’extrémité initiale I est marquée. On écrira +I à côté de J.
· Marquer l’extrémité initiale K de tout arc (K, L) transportant un flot non nul dont l’extrémité finale L est marquée. On écrira –L à côté de K

Si on n’arrive pas à marquer la sortie du réseau, le flot est maximal. Si on arrive à marquer la sortie du réseau, le flot n’est pas maximal. Dans ce cas, il faut considérer une suite de sommets marquées, formant une chaîne entre l’entrée et la sortie et améliorer le flot en augmentant le flux des arcs joignant les sommets de la suite, en respectant la loi de Kirchoff.
· Recommencer tant qu’il sera nécessaire pour qu’on ne puisse plus marquer la sortie.

Exemple : O
A
B
C
D
E
F
G
S
10
20
35
25
20
10
5
10
10
10
20

10
20
30

5
+O
+A
-E
+B
+B
+D
-F












On fait partir de O: 80 et sortir de S: 80. Comme le sommet S est marqué, le flot n’est pas maximal. Isolons une chaîne de sommets marqués pour essayer d’augmenter le flot allant de O à S.
+D
+B
-E
+A

+O
S
E
D
B
A
5
10
20

10
5
10
25
35



O



En augmentant l’arc BD de 10 à 15, on augmentera DS de 20 à 25, mais il faut annuler le flot entre B et E et donc pour équilibrer E, augmenter AE puis OA.
D’où voilà une meilleure solution :


+O
30

20
10
25

10
10
10
10
20
40
20
O
A
B
C
D
E
F
G
S

+A
15

25


10






Les antécédents par un arc nul ne peuvent pas être marqués. Les sommets marqués sont reliés aux autres par des arcs saturés ou nuls.


[bookmark: _Toc2107251][bookmark: _Toc2107628][bookmark: _Toc2107756][bookmark: _Toc2107952][bookmark: _Toc2108079][bookmark: _Toc2108229][bookmark: _Toc2108460][bookmark: _Toc2108563][bookmark: _Toc2109057]2.3)  Recherche d’un flot complet initial
procédure de Manuel Bloch	(cf. Raynaud)

Cette méthode est plus mécanique, donc plus facile à programmer!


arcs bloqués : 
· on doit bloquer tout arc incident intérieurement à un sommet si tous les arcs incidents extérieurement à ce sommet sont saturés ou bloqués :
A
X





· on doit bloquer tout arc incident extérieurement à un sommet si tous les arcs incidents extérieurement à ce sommet sont saturés ou bloqués :
A
X





Procédure de la recherche :
Posons (i,j) = c(i,j) - (i,j), pour i, j  {1, …, n}, où c(i,j) est la capacité de l’arc xixj et (i,j) le flux de ce même arc. ij est appelé capacité résiduelle de (i,j)
Au départ (i,j) =0
· on détermine dans la liste des arcs praticables celui qui a la plus faible capacité résiduelle, soit (i0, j0) ( s’il y en a plusieurs, on ordonne les arcs soit par l’ordre lexicographique, soit par l’ordre numérique croissant et on choisit le premier de ces arcs)
· on détermine un chemin simple (sans répétition d’arcs) passant par (i0, j0) formé d’arcs praticables (càd arcs de capacité résiduelle au moins égale à i0,j0.
·  Si c’est un chemin élémentaire (sans répétition de sommets), on fait passer le flux i,j = i0, j0 sur tous les arcs (i,j) de ce chemin et on remplace i,j par ’i,j = i,j - i0,j0  (les arcs de capacité résiduelle nulle devenant des arcs saturés)
· si ce chemin n’est pas élémentaire, on bloque les arcs de capacité la plus faible du circuit et on recommence.
· Pour tous les sommets, il faut ensuite examiner s’il reste encore des blocages à effectuer, les effectuer et revenir au début.
Arrêt de la procédure : la procédure est terminée lorsque tous les arcs incidents extérieurement à l’entrée du réseau (ou incidents intérieurement à la sortie du réseau) sont saturés ou bloqués.
Remarque : on obtient souvent le flot optimal.

Exemple:
A
B
C
D
E
F
H
G
I
[5]
[8]
[9]
[1]
[7]
[4]
[5]
[5]
[5]
[5]
[10]
[4]
[5]
[4]
[6]














	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	AB
	5
	5
	5
	5
	5
	5
	1
	0
	0
	0
	0

	AC
	8
	8
	5
	5
	5
	5
	5
	5
	5
	1
	X

	AD
	9
	8
	8
	8
	6
	6
	X
	X
	X
	X
	X

	BC
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	6
	X
	X
	X

	BE
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	0
	0
	0
	0
	0

	CF
	10
	9
	9
	9
	9
	9
	9
	8
	8
	4
	X

	CH
	5
	5
	2
	X
	X
	X
	X
	X
	X
	X
	X

	DC
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	DG
	5
	5
	5
	5
	3
	X
	X
	X
	X
	X
	X

	DH
	4
	4
	4
	X
	X
	X
	X
	X
	X
	X
	X

	EI
	5
	5
	5
	5
	5
	5
	1
	X
	X
	X
	X

	FH
	5
	4
	4
	X
	X
	X
	X
	X
	X
	X
	X

	FI
	5
	5
	5
	5
	5
	5
	5
	4
	4
	0
	0

	GI
	6
	5
	2
	2
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	HG
	4
	3
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0



Col. 1 : situation initiale ; DC est saturé et laisse passer 1.
Col. 2 : chemin ADCFHGI ; on refait passer 3 unités dans HG
Col. 3 : chemin ACHGI.
Col. 4 : HG saturé, donc tous les arcs se terminant par H sont bloqués : CH, DH, FH ; on fait encore passer 2 unités par  GI
Col. 5 : chemin ADGI.
Col. 6 : comme GI est saturé, tous les arcs se terminant par G sont bloqués : DG ; comme tous les arcs issus de D sont soit bloqués, soit saturés, tous les arcs se terminant en D sont bloqués : AD; BE est saturé à 4 
Col. 7 : chemin ABEI ; AB reçoit encore 1 unité et est saturé.
Col. 8 : chemin ABCFI. Comme BE est saturé, tous les arcs menant à E sont bloqués ou saturés et les arcs issus de E doivent l’être aussi : EI
Col. 9 : les arcs menant à B (AB) sont saturés, donc les arcs issus de B sont saturés ou bloqués : BC ; FI reçoit encore 4 unités et est saturé
Col. 10 : chemin ACFI.
Col. 11 : tous les arcs sont bloqués ou saturés. Fin de la procédure.

On obtient donc le flot complet suivant :
A
B
C
D
E
F
H
G
I
5
7[8]
3[9]
    1
4
4[5]
5
4[5]
5
2[5]
4
6




+C
+A



+C



+D
-C



Est-il optimal ? Marquage. On s'aperçoit que I n’est pas marqué donc le flux est maximal.


Exemple de marquage:A
B
C
E
D
+
-C
+A
+C
+C


	Si AC < CD :B

D
A

+
C


E



A
B
C
E
D
+
-D
+A
+C
+C

	Si AC > CD :
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[bookmark: _Toc2107253][bookmark: _Toc2107630][bookmark: _Toc2107758][bookmark: _Toc2107954][bookmark: _Toc2108081][bookmark: _Toc2108231][bookmark: _Toc2108462][bookmark: _Toc2109059]a) Exercice n°1: Plus court chemin
[bookmark: _Toc2107254][bookmark: _Toc2107631][bookmark: _Toc2107759][bookmark: _Toc2107955][bookmark: _Toc2108082][bookmark: _Toc2108232][bookmark: _Toc2108463][bookmark: _Toc2109060]b) Exercice n°2: Chemin de longueur minimale
[bookmark: _Toc2107255][bookmark: _Toc2107632][bookmark: _Toc2107760][bookmark: _Toc2107956][bookmark: _Toc2108083][bookmark: _Toc2108233][bookmark: _Toc2108464][bookmark: _Toc2109061]c) Exercice n°3: Flot maximal

[bookmark: _Toc2107256][bookmark: _Toc2107633][bookmark: _Toc2107761][bookmark: _Toc2107957][bookmark: _Toc2108084][bookmark: _Toc2108234][bookmark: _Toc2108465][bookmark: _Toc2108565][bookmark: _Toc2109062]Problème d’affectation
Exemple : une administration désire procéder aux mutations de 5 personnes : A, B, C, D et E et leur offre les postes a, b, c, d et e. Ces fonctionnaires désirant maximiser leur satisfaction décident d’effectuer chacun un classement des postes offerts ( de 1 : très bien à 5 : peu souhaité).
On ne change pas le problème en soustrayant ligne par ligne, puis colonne par colonne, le plus petit élément de la ligne ou de la colonne. 
S’il y avait un zéro par ligne et par colonne, on aurait une solution optimale immédiate. Mais dans ce cas, ce n’est pas le cas :

	
	a
	b
	c
	d
	e

	A
	1
	2
	3
	4
	5

	B
	1
	4
	2
	5
	3

	C
	3
	2
	1
	5
	4

	D
	1
	2
	3
	5
	4

	E
	2
	1
	4
	3
	5






	0
	1
	2
	3
	4

	0
	3
	1
	4
	2

	2
	1
	0
	4
	3

	0
	1
	2
	4
	3

	1
	0
	3
	2
	4




	0
	1
	2
	1
	2

	0
	3
	1
	2
	0

	2
	1
	0
	2
	1

	0
	1
	2
	2
	1

	1
	0
	3
	0
	2



Essai : affection A à a (0 en (A,a)), B à e (O en (B,e), C en c (0 en (C,c)) et E en b (0 en (E,b)), alors il faut aussi affecter D à d (ce qui est le choix qui lui déplaît le plus)
Peut-on affecter les postes de façon à satisfaire mieux les désirs des cinq fonctionnaires ?
Avec l’essai ci-dessus, l’indice de satisfaction est : 1 + 3 + 1 + 5 + 1 = 11 (s’il y avait une solution qui rende tous les fonctionnaires pleinement satisfaits, cet indice vaudrait 5)

Méthode hongroise (d’affectation) :
On encadre un zéro par ligne et par colonne, tant qu’on le peut.
a. Marquons toute ligne sans zéro encadré
b. marquons toute colonne ayant un zéro barré sur une ligne marquée
c. marquons toute ligne ayant un zéro encadré dans une colonne marquée et revenons à b jusqu’à ce que le marquage soit impossible.
On barre alors les lignes non marquées et les colonnes marquées :

	0On encadre un zéro par ligne et par colonne, tant qu’on le peut.
d. Marquons toute ligne sans zéro encadré
e. marquons toute colonne ayant un zéro barré sur une ligne marquée
f. marquons toute ligne ayant un zéro encadré dans une colonne marquée et revenons à b jusqu’à ce que le marquage soit impossible.
On barre alors les lignes non marquées et les colonnes marquées :

	
	
	
	

	

	
	
	
	0

	
	
	0
	
	

	

	
	
	
	

	
	0
	
	

	



	0
	1
	2
	1
	2
	X3Soit le plus petit nombre du tableau restant.
On le retranche à tous les éléments non rayés et on l’ajoute aux éléments barrés deux fois.


	0
	3
	1
	2
	0
	

	2
	1
	0
	2
	1
	

	0
	1
	2
	2
	1
	X1

	1
	0
	3
	0
	2
	

	X2
	
	
	
	
	


On recommence alors le marquage. Voici les zéros qu’il faut obligatoirement encadrer :
0
0
1
0
1

1
3
1
2
0

3
1
0
2
1

0
0
1
1
0

2
0
3
0
2



	0
	0
	1
	0
	1

	1
	3
	1
	2
	0

	3
	1
	0
	2
	1

	0
	0
	1
	1
	0

	2
	0
	3
	0
	2




Mais on peut avoir les affectations suivantes :

	0
	

	
	

	
	
	

	0
	
	

	
	
	

	

	
	0
	

	
	
	
	
	0
	
	
	
	
	
	0
	
	
	
	
	
	0

	
	
	0
	
	
	
	
	
	0
	
	
	
	
	
	0
	
	

	

	0
	
	
	

	
	0
	

	
	
	

	
	0
	

	
	
	


	
	

	
	0
	
	
	
	

	
	0
	
	
	
	0
	
	

	


Dont les indices de satisfactions sont les suivants :
1+3+1+2+3=10	2+3+1+1+3=10	4+3+1+1+1=10

Comme on trouve cette fois-ci un zéro par ligne et par colonne, (et même de plusieurs manières différentes), on a obtenu une affectation optimale.
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Il s'agit de l'utilisation des graphes pour optimiser les enchaînements (le chemin critique dans l'organisation des tâches).

1. [bookmark: _Toc536183201][bookmark: _Toc2107259][bookmark: _Toc2107636][bookmark: _Toc2107764][bookmark: _Toc2107960][bookmark: _Toc2108087][bookmark: _Toc2108237][bookmark: _Toc2108468][bookmark: _Toc2108568][bookmark: _Toc2109065]Introduction
Un décideur a un projet à réaliser, il le décompose en macro-tâches, puis chacune de ces tâches est décomposée en tâches élémentaires. Ces dernières sont articulées entre elles par des contraintes :
[bookmark: _Toc2107260][bookmark: _Toc2107637][bookmark: _Toc2107765][bookmark: _Toc2107961][bookmark: _Toc2108088][bookmark: _Toc2108238][bookmark: _Toc2108469][bookmark: _Toc2109066]Contraintes potentielles :
· Contraintes de succession : telle chose doit se faire complètement ou partiellement avant une autre.
· la tâche i précède la tâche j = succession totale ;
· la tâche i doit être aux 2/3 commencée avant que j commence = succession partielle
· Localisation temporelle : disponibilité dans le temps. Si par exemple, un équipement n’est disponible qu’entre les instants t1 et t2
Formalisation :
Soit 	di :	la durée de la tâche i			données
	dj :	la durée de la tâche j
	ti :	la date de début de la tâche i		inconnues
	tj :	la date de début de la tâche j
Contraintes : 	si i précède j, 		ti  + di  tj  di  tj - ti
		si 2/3 i précède j,	ti + 2/3 di  tj  2/3 di  tj -ti
d’une manière générale, 		 ij di  tj – ti càd ij  tj  - ti (où ij est une donnée)
· contraintes disjonctives : exclusion mutuelle car les tâhces ne peuvent pas se faire en même temps (exemple : les tâches i et j utilisent une même ressource : une seule machine, …). [ti, ti + di]  [tj, tj + dj]  = 
· contraintes cumulatives : les moyens sont limités, en main d’œuvre, en équipement, en budget

Pour illustrer une solution, on peut utiliser un diagramme de GANT :
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