Courbes d’équation ρ = f(θ) en coordonnées polaires
[bookmark: _GoBack]
Préliminaire


Ici, P désigne un plan affine euclidien orienté,  un repère orthonormé.


Pour , on note .




Soit . M admet le système de coordonnées polaires .


Ainsi, M est sur la droite , et .



 et  sont de même sens si et seulement si .


Soit I un intervalle infini de R. Soit , de classe  au moins.

La courbe d’équation polaire  dans R, c’est 



C’est donc le support de l’arc paramétré .
Rappel :




 est de classe  sur R, et , noté .

Et, par récurrence, .



La donnée de  et du signe de  donne l’angle , ce qui suffit quasiment à tracer la courbe (ou du moins l’allure).

Exemple : .
Données :

f est de classe , et on a le tableau de signes :




Réduction de l’intervalle d’étude


On considère une courbe . Divers exemples :
· 



Si il existe  tel que , alors , puisque .


On obtient ainsi tout C pour  décrivant un intervalle d’amplitude .
· 

Si il existe  tel que  :



On obtient donc encore tout C avec un intervalle d’amplitude .
· 
Si 





On obtient alors C en se limitant à  (ou ), et en opérant sur la courbe obtenue une symétrie d’axe 
· 
Si 




On obtient tout C en se limitant à  puis en faisant une symétrie d’axe .
· 
Si 




Idem que précédemment, avec  (ou )
· 
Si 


On obtient C en se limitant à , puis en faisant une symétrie d’axe .
· 
Si 



On dessine sur un intervalle d’amplitude , puis on fait une symétrie par rapport à O.
· Autres cas plus variés :

Si  :


On dessine sur , puis on fait une rotation d’angle  (3 fois) et de centre O.

Si  :



On fait l’étude pour , puis une symétrie par rapport à la première bissectrice.

Si  :


On étudie sur un intervalle d’amplitude , puis on fait toutes les homothéties de centre O et de rapport .
Exemples, construire les courbes :




Pour les , on peut se limiter à un intervalle d’amplitude .
· 

Pour  : on se restreint à 



 : On peut se limiter à , puis on fait une symétrie d’axe 

 ; rien de mieux.
On obtient un cercle :


· 
Pour  : 


. On peut donc se restreindre à .



 : Etude sur , puis symétrie d’axe .




 : Etude sur , puis une symétrie d’axe  donne sur .




· 
Pour  :


 : Etude sur un intervalle d’amplitude .



 : Etude sur un intervalle d’amplitude , puis 2 rotations d’angle  et de centre O.




 : Etude sur , puis symétrie d’axe  donne la courbe sur 




· 
 :


 : Etude sur 



 : Etude sur , puis symétrie d’axe .






Etude des tangentes



Soit , où f est de classe  (au moins)


Soit , on cherche la tangente en .


. Donc 




Ainsi, sur une courbe d’équation polaire , si , alors ce point n’est pas stationnaire (la famille  est en effet libre, pour tout , elle forme même une base orthonormée directe de la direction de P)
· 
Si  :




 fait un angle  avec  tel que 
En effet : 


Si on note , alors 



Donc  et , (et donc )
D’où le résultat.

Ainsi :





Si , ce point n’est pas stationnaire, et la tangente  en ce point fait avec  un angle orienté  tel que 



On peut aussi retenir que  si  et  sinon.


· 
Si  :


· 


Si , alors  n’est pas stationnaire et la tangente est dirigée par .
· 

Si  et qu’on peut dériver suffisamment de façon à tomber sur le premier  non nul (s’il en existe) :



Ainsi, dans tous les cas la tangente est dirigée par .

Exemple :

 (« cardioïde »)


 : Etude sur 



 : Etude sur , puis symétrie d’axe .

Si  :




Etude des tangentes :



Donc 




En , on a donc , donc  (et ).




En , , donc  (et ).


Branches infinies

Diverses situations :

Soit  où I est un intervalle infini.
· 
Si I n’est pas majoré/minoré et , on a une branche infinie spirale.
· 



Si  où  : on obtient une direction asymptotique dirigée par /d’angle polaire .
En effet, en coordonnées cartésiennes :





Donc si , au voisinage de  : .

On a alors une direction asymptotique de pente .



Si , au voisinage épointé de  : 

Pour avoir les asymptotes, on fait ensuite l’étude de …
Exemple :


 où .


 : Etude sur .



 : Etude sur  puis symétrie par rapport à .






Autre exemple :




 : Etude sur .




Déjà, on a une direction asymptotique horizontale :



Tangente au point de paramètre  :


 où .

.


Donc . Donc  et OM est horizontal. Donc T est de pente 2.



En  :


. On note 

On a 


Donc . Donc la tangente est de pente 


Recherche de points doubles

On doit chercher les points doubles parmi les solutions de :


Et


Et 


Exemple : on reprend celui de la fin du paragraphe précédent :




On cherche un point double, pour  et  (d’après l’allure de la courbe). On cherche donc  tel que .

C'est-à-dire 

Soit 

Soit 

Soit 

C'est-à-dire 


Soit . Donc .


Quelques courbes classiques en coordonnées polaires
Droites

· 
Droite passant par O :  est une équation en coordonnées polaires de D.


· 

Droite orthogonale à  unitaire et passant par H tel que .


Rappel :




Soit : 



Donc 




Si  (alors , ), c'est-à-dire si D ne passe pas par O, l’équation s’écrit aussi .


Cercles

· Cercle de centre O :



Pour ,   est une équation du cercle de centre O et de rayon a ( en est aussi une)
· 

Cercle C passant par O et de centre  de coordonnées polaires .

(C'est-à-dire telles que )

Soit . On a les équivalences :



Une équation polaire de C est donc 

L’équation trouvée est donc de la forme .

Inversement, soit .


Si , alors .



Sinon,  et  se met sous la forme  




(avec  et  tel que , )


On reconnaît le cercle passant par O de centre  tel que .

Conique dont un des foyers est O.



Soient D une droite ne passant pas par O, ,  où H est le projeté orthogonal de M sur D.



Si , on a une hyperbole, si  une parabole et si  une ellipse.



Disons que D est orthogonale à  et passe par K tel que  ( car D ne passe pas par O)



Ainsi, 


Soit  (donc )



H est déterminé par :  et  est colinéaire à .

Donc .



Donc .
Ainsi, on a les équivalences :






(Pour la dernière équivalence, si , on a en effet  car sinon  ou  ce qui est faux)



Une équation polaire de C est alors . (En effet,  est solution de (1) si et seulement si  est solution de (2))

 s’appelle le paramètre de la conique.
On retrouve la nature de la conique avec l’équation :
· 



Si  ne s’annule pour aucune valeur de  (c'est-à-dire si ), tout les  sont permis, on a donc une ellipse.
· 





Si  s’annule pour deux valeurs de  (modulo ), c'est-à-dire si  a deux solutions , c'est-à-dire si , on a alors une hyperbole.
· 


Si  ne s’annule qu’une fois modulo , c'est-à-dire si , on a alors une parabole.

Réciproque :



Soit  avec , .

1er cas : Si .


 avec , on obtient une droite.


2ème cas : Si  et 



 avec  et .
On reconnaît une conique d’excentricité e, de foyer O et de directrice associée




3ème cas : Si  et 

. On obtient un cercle de centre O.
image2.wmf
R

Î

q


image46.wmf
Oy


oleObject48.bin

image47.wmf
)

(

)

(

,

q

q

p

q

f

f

=

-

Î

"

R


oleObject49.bin

image48.emf


O

) (   M

) ( M

 


oleObject50.bin
�

�

�

�

�

O�

�

�

�

�

�

�


image49.wmf
[

[

+¥

Î

,

2

p

q


oleObject51.bin

image50.wmf
]

]

2

,

p

¥

-


oleObject52.bin

oleObject2.bin

image51.wmf
)

(

)

(

,

q

q

p

q

f

f

-

=

-

Î

"

R


oleObject53.bin

oleObject54.bin

oleObject55.bin

image52.wmf
)

(

)

(

,

q

q

p

q

f

f

=

+

Î

"

R


oleObject56.bin

image53.emf


O

) (   M

 


oleObject57.bin
�

�

�

�

�

O�

�

�

�

�

�

�


image54.wmf
p


oleObject58.bin

image3.wmf
j

i

u

r

r

r

.

sin

.

cos

)

(

q

q

q

+

=


image55.wmf
)

(

)

(

,

2

q

q

q

p

f

f

=

+

Î

"

R


oleObject59.bin

image56.wmf
[

[

2

,

0

p


oleObject60.bin

image57.wmf
2

p


oleObject61.bin

image58.wmf
)

(

)

(

,

2

q

q

q

p

f

f

=

-

Î

"

R


oleObject62.bin

image59.emf
O

) (

2







M

) ( M


oleObject63.bin
�

�

�

O�

�

�

�

�

�


oleObject3.bin

image60.wmf
]

]

4

,

p

q

¥

-

Î


oleObject64.bin

image61.wmf
)

(

2

)

2

(

,

q

p

q

q

f

f

=

+

Î

"

R


oleObject65.bin

image62.wmf
p

2


oleObject66.bin

image63.wmf
Z

Î

k

k

,

2


oleObject67.bin

image64.wmf
*

),

sin(

:

'

),

.

sin(

:

N

N

Î

=

Î

=

n

C

n

n

C

n

n

n

q

r

q

r


oleObject68.bin

image4.emf
) ( u



i



j




image65.wmf
n

C


oleObject69.bin

image66.wmf
p

2


oleObject70.bin

image67.wmf
1

=

n


oleObject71.bin

image68.wmf
]

,

[

p

p

-


oleObject72.bin

image69.wmf
)

(

)

(

q

r

q

r

-

=

-


oleObject73.bin

oleObject4.bin
�

�

�

�

�

�

�

�


image70.wmf
]

,

0

[

p


oleObject74.bin

image71.wmf
Oy


oleObject75.bin

image72.wmf
)

(

)

(

q

r

q

p

r

=

-


oleObject76.bin

image73.emf
O

1




oleObject77.bin
�

�

�

�

�

O�

1�

�

�


image74.wmf
)

.

2

sin(

:

2

q

r

=

C


oleObject78.bin

image5.wmf
2

)

,

(

R

Î

q

r


image75.wmf
)

(

)

2

(

q

r

q

p

r

=

+


oleObject79.bin

oleObject80.bin

image76.wmf
)

(

)

(

q

r

q

r

-

=

-


oleObject81.bin

oleObject82.bin

oleObject83.bin

image77.wmf
)

(

)

(

q

r

q

p

r

-

=

-


oleObject84.bin

image78.wmf
]

,

0

[

2

p


oleObject5.bin

oleObject85.bin

oleObject86.bin

oleObject87.bin

image79.wmf
0

1

0

0

2

4

+

+

r

q

p

p


oleObject88.bin

image80.emf
1

1

cercle unité


oleObject89.bin
�

�

�

�

�

�

1�

1�

cercle unit��

�


image81.wmf
)

.

3

sin(

:

3

q

r

=

C


oleObject90.bin

image82.wmf
)

(

)

2

(

q

r

q

p

r

=

+


image6.wmf
)

(

.

)

,

(

q

r

q

r

u

OM

r

=

Û


oleObject91.bin

image83.wmf
p

2


oleObject92.bin

image84.wmf
)

(

)

(

3

2

q

r

q

r

p

=

+


oleObject93.bin

image85.wmf
3

2

p


oleObject94.bin

oleObject95.bin

image86.wmf
)

(

)

(

q

r

q

r

-

=

-


oleObject96.bin

oleObject6.bin

image87.wmf
]

,

0

[

6

2

p


oleObject97.bin

oleObject98.bin

image88.wmf
]

,

[

3

3

p

p

-


oleObject99.bin

image89.wmf
0

0

0

3

+

r

q

p


oleObject100.bin

image90.emf

oleObject101.bin
�

�

�

�

�

�


image91.wmf
)

sin(

:

'

2

2

q

r

=

C


image7.wmf
))

(

,

(

q

u

O

r


oleObject102.bin

image92.wmf
)

(

)

4

(

q

r

p

q

r

=

+


oleObject103.bin

image93.wmf
]

2

,

2

[

p

p

-


oleObject104.bin

image94.wmf
)

(

)

(

q

r

q

r

-

=

-


oleObject105.bin

image95.wmf
]

2

,

0

[

p


oleObject106.bin

oleObject107.bin

oleObject7.bin

image96.wmf
0

1

0

2

0

+

+

r

p

p

q


oleObject108.bin

image97.emf

oleObject109.bin
�

�

�

�

�

�

�


image98.wmf
I

f

C

Î

=

q

q

r

),

(

:


oleObject110.bin

oleObject111.bin

image99.wmf
I

Î

0

q


oleObject112.bin

image100.wmf
)

(

0

q

M


image8.wmf
r

=

OM


oleObject113.bin

image101.wmf
)

(

).

(

q

q

u

f

OM

r

=


oleObject114.bin

image102.wmf
{

)

(

.

)

(

)

(

).

(

'

)

(

 

si

 

0

q

q

q

q

q

q

v

f

u

f

d

dM

O

M

r

r

¹

¹

+

=


oleObject115.bin

image103.wmf
)

(

q

r

f

=


oleObject116.bin

image104.wmf
O

M

¹

)

(

0

q


oleObject117.bin

image105.wmf
))

(

),

(

(

q

q

v

u

r

r


oleObject8.bin

oleObject118.bin

image106.wmf
R

Î

q


oleObject119.bin

oleObject120.bin

image107.wmf
)

(

0

q

q

d

dM


oleObject121.bin

image108.wmf
a


oleObject122.bin

image109.wmf
)

(

0

q

u

r


oleObject123.bin

image9.wmf
OM


image110.wmf
)

(

)

(

'

sin

cos

0

0

q

q

a

a

f

f

=


oleObject124.bin

image111.wmf
÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

)

(

),

(

0

0

q

q

q

a

d

dM

u

r


oleObject125.bin

image112.wmf
))

(

.

sin

)

(

.

(cos

)

(

)

(

0

0

0

0

q

a

q

a

q

q

q

q

v

u

d

dM

d

dM

r

r

+

=


oleObject126.bin

image113.wmf
)

(

'

cos

)

(

0

0

q

a

q

q

f

d

dM

=


oleObject127.bin

image114.wmf
)

(

sin

)

(

0

0

q

a

q

q

f

d

dM

=


oleObject128.bin

oleObject9.bin

image115.wmf
0

sin

¹

a


oleObject129.bin

oleObject130.bin

image116.wmf
0

T


oleObject131.bin

image117.wmf
)

(

0

OM


oleObject132.bin

image118.wmf
)

),

((

0

0

T

OM

=

a


oleObject133.bin

image119.wmf
)

(

)

(

'

cotan

0

0

q

q

a

f

f

=


image10.wmf
)

(

q

u

r


oleObject134.bin

image120.wmf
)

(

'

)

(

tan

0

0

q

q

a

f

f

=


oleObject135.bin

image121.wmf
0

)

(

'

0

¹

q

f


oleObject136.bin

image122.wmf
2

p

a

=


oleObject137.bin

image123.wmf
O

M

=

)

(

0

q


oleObject138.bin

image124.wmf
)

(

).

(

'

)

(

).

(

)

(

).

(

'

)

(

0

0

0

0

0

0

0

q

q

q

q

q

q

q

q

u

f

v

f

u

f

d

dM

r

r

r

=

+

=


oleObject10.bin

oleObject139.bin

image125.wmf
0

)

(

'

0

¹

q

f


oleObject140.bin

oleObject141.bin

image126.wmf
)

(

0

q

u

r


oleObject142.bin

image127.wmf
0

)

(

'

0

=

q

f


oleObject143.bin

image128.wmf
)

(

0

)

(

q

k

f


oleObject144.bin

image11.wmf
0

³

r


image129.wmf
)

(

).

(

)

)

(

(

).

(

)

(

).

(

)

(

0

0

)

(

2

0

0

)

(

0

0

)

(

0

)

(

0

q

q

q

q

q

q

q

q

p

u

f

k

k

u

f

C

u

f

C

d

M

d

k

k

k

k

k

i

i

k

i

i

k

k

k

r

r

r

=

-

+

=

=

å

=

-


oleObject145.bin

oleObject146.bin

image130.wmf
)

cos

1

(

:

q

r

+

=

a

C


oleObject147.bin

image131.wmf
)

(

)

2

(

q

r

p

q

r

=

+


oleObject148.bin

image132.wmf
]

,

[

p

p

-


oleObject149.bin

image133.wmf
)

(

)

(

q

r

q

r

=

-


oleObject11.bin

oleObject150.bin

image134.wmf
]

,

0

[

p


oleObject151.bin

oleObject152.bin

image135.wmf
0

>

a


oleObject153.bin

image136.wmf
0

2

)

(

0

2

a

a

q

r

p

q

p


oleObject154.bin

image137.emf
a

2a


oleObject155.bin
�

�

�

�

�

a�

�

�

2a�


image12.wmf
R

®

I

f

:


image138.wmf
q

q

r

sin

)

(

'

a

-

=


oleObject156.bin

image139.wmf
q

q

q

q

q

r

q

r

cos

1

sin

)

cos

1

(

sin

)

(

)

(

'

+

-

=

+

-

=

a

a


oleObject157.bin

image140.wmf
0

=

q


oleObject158.bin

image141.wmf
0

cotan

=

a


oleObject159.bin

image142.wmf
]

[

2

p

a

p

=


oleObject160.bin

oleObject12.bin

image143.wmf
a

=

)

,

(

T

OM


oleObject161.bin

image144.wmf
2

p

q

=


oleObject162.bin

image145.wmf
1

cotan

-

=

a


oleObject163.bin

image146.wmf
]

[

4

p

a

p

-

=


oleObject164.bin

oleObject165.bin

oleObject166.bin

image13.wmf
1

C


image147.wmf
±¥

=

¥

-

+¥

)

(

lim

/

q

q

f

a


oleObject167.bin

image148.wmf
±¥

=

)

(

lim

0

q

q

q

f

a


oleObject168.bin

image149.wmf
)

(

Adh

0

I

R

Î

q


oleObject169.bin

image150.wmf
)

(

0

q

u

r


oleObject170.bin

image151.wmf
0

q


oleObject171.bin

oleObject13.bin

image152.wmf
î

í

ì

(

=

=

)

sin

)

(

)

(

)

cos(

)

(

)

(

q

q

q

q

q

q

f

y

f

x


oleObject172.bin

image153.wmf
0

cos

0

¹

q


oleObject173.bin

image154.wmf
0

q


oleObject174.bin

image155.wmf
0

tan

tan

)

cos(

)

sin(

)

(

)

(

0

q

q

q

q

q

q

q

q

¾

¾

®

¾

=

=

a

x

y


oleObject175.bin

image156.wmf
0

tan

q


oleObject176.bin

image14.wmf
)

(

q

r

f

=


image157.wmf
0

cos

0

=

q


oleObject177.bin

image158.wmf
0

q


oleObject178.bin

image159.wmf
±¥

¾

¾

®

¾

=

0

)

cos(

)

sin(

)

(

)

(

q

q

q

q

q

q

a

x

y


oleObject179.bin

image160.wmf
)

(

tan

)

(

0

q

q

q

x

y

-


oleObject180.bin

image161.wmf
)

tan(

2

q

r

a

=


oleObject181.bin

oleObject14.bin

image162.wmf
0

>

a


oleObject182.bin

image163.wmf
)

(

)

2

(

q

r

p

q

r

=

+


oleObject183.bin

image164.wmf
[

,

]

p

p

-


oleObject184.bin

image165.wmf
)

(

)

(

q

r

q

r

-

=

-


oleObject185.bin

image166.wmf
[

,

0

[

p


oleObject186.bin

image15.wmf
{

}

)

(

).

(

,

,

q

q

q

u

f

OM

I

M

C

r

=

Î

$

Î

=

P


oleObject187.bin

image167.wmf
¥

+

+

+

a

0

)

(

0

2

q

r

p

q

p


oleObject188.bin

image168.wmf
a

a

a

y

2

)

cos(

)

sin(

2

)

cos(

)

sin(

)

sin(

)

tan(

)

sin(

)

(

)

(

2

2

2

2

2

¾

¾

®

¾

=

=

=

p

q

q

q

q

q

q

q

q

q

r

q

a


oleObject189.bin

image169.emf
a

2a


oleObject190.bin
�

�

�

�

a�

�

2a�


image170.wmf
))

tan(

1

(

:

2

q

r

+

=

a

C


oleObject191.bin

image171.wmf
)

(

)

2

(

q

r

p

q

r

=

+


oleObject15.bin

oleObject192.bin

image172.wmf
[

,

]

p

p

-


oleObject193.bin

image173.wmf
¥

+

+

+

+

-

¥

-

-

-

a

a

2

0

)

(

0

2

2

q

r

p

p

q

p

p


oleObject194.bin

image174.emf
a

2a


oleObject195.bin
�

�

�

�

�

a�

�

2a�


image175.wmf
a

a

a

y

2

))

(

sin

)

cos(

)

(sin(

2

)

cos(

)

sin(

))

tan(

1

(

2

sin

)

(

)

(

2

2

2

2

2

2

2

¾

®

¾

+

=

+

=

=

±

p

q

q

q

q

q

q

q

q

r

q


oleObject196.bin

image176.wmf
0

=

q


image16.wmf
q

q

q

q

q

q

cos

)

(

sin

)

(

)

(

f

f

M

a


oleObject197.bin

image177.wmf
r

r

a

'

cotan

=


oleObject198.bin

image178.wmf
)

 

ˆ

),

((

T

OM

=

a


oleObject199.bin

image179.wmf
)

tan

1

(

'

2

2

2

q

r

+

=

a


oleObject200.bin

image180.wmf
2

1

cotan

=

a


oleObject201.bin

image181.wmf
2

tan

=

a


oleObject16.bin

oleObject202.bin

image182.wmf
2

p

q

=


oleObject203.bin

image183.wmf
2

1

2

'

=

=

a

a

r

r


oleObject204.bin

image184.wmf
)

 

ˆ

),

((

T

Ox

=

b


oleObject205.bin

image185.wmf
a

b

p

+

=

+

=

=

2

)

 

ˆ

),

((

))

(

 

ˆ

),

((

)

 

ˆ

),

((

T

OM

OM

Ox

T

Ox


oleObject206.bin

image186.wmf
2

1

tan

1

)

tan(

tan

2

-

=

-

=

+

=

a

a

b

p


image17.wmf
)

(

q

q

u

r

a


oleObject207.bin

image187.wmf
2

1

-


oleObject208.bin

image188.wmf
î

í

ì

¹

=

=

·

2

1

2

1

0

)

(

)

(

q

q

q

r

q

r


oleObject209.bin

image189.wmf
î

í

ì

¹

º

¹

=

·

2

1

2

1

2

1

et 

 

]

2

[

0

)

(

)

(

q

q

p

q

q

q

r

q

r


oleObject210.bin

image190.wmf
î

í

ì

+

º

¹

-

=

·

]

2

[

0

)

(

)

(

2

1

2

1

p

q

p

q

q

r

q

r


oleObject211.bin

image191.wmf
[

,

0

]

1

p

q

Î


oleObject17.bin

oleObject212.bin

image192.wmf
[

,

]

2

2

p

p

q

-

-

Î


oleObject213.bin

oleObject214.bin

image193.wmf
)

(

)

(

1

1

q

r

p

q

r

-

=

-


oleObject215.bin

image194.wmf
)

tan(

1

)

tan(

1

2

2

2

1

1

q

p

q

-

-

=

-

+


oleObject216.bin

image195.wmf
)

tan(

1

)

tan(

1

1

2

2

1

1

q

q

-

-

=

+


oleObject217.bin

image18.wmf
¥

C


image196.wmf
)

(

tan

)

tan(

1

)

tan(

2

2

2

2

1

1

1

q

q

q

-

-

=

+


oleObject218.bin

image197.wmf
)

(

tan

1

)

tan(

2

2

2

2

1

1

q

q

-

=


oleObject219.bin

image198.wmf
1

)

(

tan

1

)

tan(

2

2

2

2

1

1

=

-

q

q


oleObject220.bin

image199.wmf
1

)

tan(

1

=

q


oleObject221.bin

image200.wmf
4

1

p

q

=


oleObject222.bin

oleObject18.bin

image201.wmf
0

q

q

=


oleObject223.bin

image202.emf
D

0




oleObject224.bin
�

�

D�

�


image203.wmf
)

(

a

u

r


oleObject225.bin

image204.wmf
)

(

.

a

u

h

OH

r

=


oleObject226.bin

image205.emf
D



) ( u


oleObject227.bin
�

�

D�

�

�

�


image19.wmf
)

(

.

cos

.

sin

)

(

2

p

q

q

q

q

q

+

=

+

-

=

u

j

i

d

u

d

r

r

r

r


image206.wmf
{

}

{

}

{

}

h

u

OM

M

u

OH

u

OM

M

u

HM

M

=

×

Î

=

×

=

×

Î

=

=

×

Î

=

)

(

,

)

(

)

(

,

0

)

(

,

a

a

a

a

r

r

r

r

P

P

P

D


oleObject228.bin

image207.wmf
)

,

(

q

r

M


oleObject229.bin

image208.wmf
)

(

.

q

r

u

OM

r

=


oleObject230.bin

image209.wmf
4

3

4

2

1

r

r

r

)

cos(

)

(

)

(

.

)

(

a

q

a

q

r

a

-

=

×

=

×

u

u

u

OM


oleObject231.bin

image210.wmf
h

M

=

-

Û

Î

)

cos(

.

a

q

r

D


oleObject232.bin

oleObject19.bin

image211.wmf
0

¹

h


oleObject233.bin

image212.wmf
0

¹

r


oleObject234.bin

image213.wmf
0

)

cos(

¹

-

a

q


oleObject235.bin

image214.wmf
)

cos(

a

q

r

-

=

h


oleObject236.bin

image215.wmf
0

³

a


oleObject237.bin

image20.wmf
)

(

q

v

r


image216.wmf
a

=

r


oleObject238.bin

image217.wmf
a

-

=

r


oleObject239.bin

image218.wmf
W


oleObject240.bin

image219.wmf
)

,

(

a

r


oleObject241.bin

image220.wmf
)

(

.

a

u

r

O

r

=

W


oleObject242.bin

oleObject20.bin

image221.wmf
)

,

(

q

r

M


oleObject243.bin

image222.wmf
î

í

ì

-

=

=

Û

=

-

-

+

Û

=

+

-

Û

=

+

W

Û

=

W

Û

Î

)

cos(

.

.

2

ou 

0

)

cos(

.

.

2

))

(

.

)

(

.

(

)

(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

a

q

r

r

a

q

r

r

q

r

a

r

r

r

r

r

u

u

r

r

OM

O

r

M

C

M

r

r


oleObject244.bin

image223.wmf
)

cos(

.

.

2

a

q

r

-

=

r


oleObject245.bin

image224.wmf
q

q

r

sin

cos

b

a

+

=


oleObject246.bin

image225.wmf
q

q

r

sin

cos

:

b

a

C

+

=


oleObject247.bin

image21.wmf
)

(

)

(

2

p

q

q

q

k

k

k

u

d

u

d

+

=

r

r


image226.wmf
0

=

=

b

a


oleObject248.bin

image227.wmf
{

}

O

C

=


oleObject249.bin

image228.wmf
0

2

2

¹

+

b

a


oleObject250.bin

image229.wmf
q

q

sin

cos

b

a

+


oleObject251.bin

image230.wmf
)

cos(

.

.

2

a

q

-

r


oleObject252.bin

oleObject21.bin

image231.wmf
2

2

2

b

a

r

+

=


oleObject253.bin

image232.wmf
a


oleObject254.bin

image233.wmf
2

2

sin

b

a

b

+

=

a


oleObject255.bin

image234.wmf
2

2

cos

b

a

a

+

=

a


oleObject256.bin

image235.wmf
W


oleObject257.bin

image22.wmf
q


image236.wmf
)

(

.

a

u

r

O

r

=

W


oleObject258.bin

image237.wmf
0

>

e


oleObject259.bin

image238.wmf
{

}

eMH

OM

M

C

=

Î

=

,

P


oleObject260.bin

image239.wmf
1

>

e


oleObject261.bin

image240.wmf
1

=

e


oleObject262.bin

oleObject22.bin

image241.wmf
1

0

<

<

e


oleObject263.bin

image242.wmf
)

(

a

u

r


oleObject264.bin

image243.wmf
)

(

.

a

u

h

OK

r

=


oleObject265.bin

image244.wmf
0

¹

h


oleObject266.bin

image245.emf
D



) ( u

K

M

H


oleObject267.bin
�

�

D�

�

�

�

K�

�

�

�

�

�

M�

H�


image23.wmf
r


image246.wmf
)

cos(

:

a

q

r

-

=

h

D


oleObject268.bin

image247.wmf
)

,

(

q

r

M


oleObject269.bin

image248.wmf
)

(

.

q

r

u

OM

r

=


oleObject270.bin

image249.wmf
D

Î

H


oleObject271.bin

image250.wmf
MH


oleObject272.bin

oleObject23.bin

image251.wmf
)

(

a

u

r


oleObject273.bin

image252.wmf
)

(

.

a

l

u

MH

r

=


oleObject274.bin

image253.wmf
{

)

(

)

(

.

)

(

.

a

a

q

r

u

KH

u

h

u

KM

OK

MO

MH

r

r

r

^

+

+

-

=

+

+

=


oleObject275.bin

image254.wmf
l

a

q

r

a

=

+

-

-

=

×

h

u

MH

)

cos(

.

)

(

r


oleObject276.bin

image255.wmf
ï

ï

î

ï

ï

í

ì

-

-

-

=

-

+

=

Û

î

í

ì

-

=

-

-

=

-

+

Û

î

í

ì

-

-

-

=

-

-

=

Û

-

-

=

Û

=

Û

Î

)

2

(

)

cos(

1

ou 

)

1

(

)

cos(

1

))

cos(

1

(

ou 

))

cos(

1

(

))

cos(

(

ou 

))

cos(

(

)

cos(

a

q

r

a

q

r

a

q

r

a

q

r

a

q

r

r

a

q

r

r

a

q

r

r

e

eh

e

eh

eh

e

eh

e

h

e

h

e

h

e

eMH

MO

C

M


oleObject277.bin

image24.wmf
)

 

ˆ

,

(

OM

i

r


image256.wmf
C

M

Î


oleObject278.bin

image257.wmf
0

)

cos(

1

¹

-

±

a

q

e


oleObject279.bin

image258.wmf
0

=

h


oleObject280.bin

image259.wmf
0

=

e


oleObject281.bin

image260.wmf
)

cos(

1

a

q

r

-

+

=

e

eh


oleObject282.bin

oleObject24.bin

image261.wmf
)

,

(

q

r


oleObject283.bin

image262.wmf
)

,

(

q

p

r

+

-


oleObject284.bin

image263.wmf
eh


oleObject285.bin

image264.wmf
)

cos(

1

a

q

-

+

e


oleObject286.bin

image265.wmf
q


oleObject287.bin

image25.wmf
[

[

2

5

,

0

),

(

:

p

q

q

r

Î

=

f

C


image266.wmf
1

/

1

>

e


oleObject288.bin

image267.wmf
]

,

[

p

p

q

-

Î


oleObject289.bin

oleObject290.bin

oleObject291.bin

image268.wmf
p

2


oleObject292.bin

image269.wmf
e

/

1

)

cos(

-

=

-

a

q


oleObject293.bin

oleObject25.bin

image270.wmf
]

2

[

p

b

±


oleObject294.bin

image271.wmf
1

>

e


oleObject295.bin

oleObject296.bin

oleObject297.bin

image272.wmf
1

=

e


oleObject298.bin

image273.wmf
q

q

r

sin

cos

:

d

c

b

a

C

+

+

=


oleObject299.bin

oleObject26.bin

image274.wmf
0

¹

a


oleObject300.bin

image275.wmf
0

2

2

2

¹

+

+

d

c

b


oleObject301.bin

image276.wmf
0

=

b


oleObject302.bin

image277.wmf
)

cos(

sin

cos

0

q

q

q

q

r

-

=

+

=

r

a

d

c

a


oleObject303.bin

image278.wmf
2

2

d

c

r

+

=


oleObject304.bin

image26.wmf
¥

-

-

+

+

+

+

0

0

0

0

0

)

(

2

0

2

5

2

3

2

q

p

p

q

p

p

p

f


image279.wmf
0

¹

b


oleObject305.bin

image280.wmf
0

2

2

¹

+

d

c


oleObject306.bin

image281.wmf
)

cos(

1

sin

/

cos

/

1

/

0

q

q

q

q

r

-

+

=

+

+

=

e

eh

b

d

b

c

b

a


oleObject307.bin

image282.wmf
2

2

2

2

b

d

b

c

e

+

=


oleObject308.bin

image283.wmf
be

a

h

=


oleObject309.bin

oleObject27.bin

image284.wmf
q

q

q

q

r

sin

cos

)

cos(

:

0

d

c

a

h

+

=

-

=

D


oleObject310.bin

oleObject311.bin

image285.wmf
0

2

2

=

+

d

c


oleObject312.bin

image286.wmf
a

b

=

r


oleObject313.bin

image27.emf

oleObject28.bin
�

�

�

�

�

�

�


image28.wmf
R

Î

=

q

q

r

),

(

:

f

C


oleObject29.bin

image29.wmf
*

Z

Î

k


oleObject30.bin

image30.wmf
)

(

)

2

(

,

q

p

q

q

f

k

f

=

+

Î

"

R


oleObject31.bin

image31.wmf
)

(

)

.

2

(

q

p

q

M

k

M

=

+


oleObject32.bin

image32.wmf
)

(

)

(

).

(

)

.

2

(

).

.

2

(

)

.

2

(

q

q

q

p

q

p

q

p

q

OM

u

f

k

u

k

f

k

OM

=

=

+

+

=

+

r

r


oleObject33.bin

image33.wmf
q


oleObject34.bin

image34.wmf
p

.

2

k


oleObject35.bin

image35.wmf
*

Z

Î

k


oleObject36.bin

image36.wmf
)

(

)

2

(

,

q

p

p

q

q

f

k

f

-

=

+

+

Î

"

R


image1.wmf
)

,

,

(

j

i

O

r

r

=

R


oleObject37.bin

image37.wmf
)

(

))

(

).(

(

)

.

2

(

).

.

2

(

)

.

2

(

q

q

q

p

p

q

p

p

q

p

p

q

OM

u

f

k

u

k

f

k

OM

=

-

-

=

+

+

+

+

=

+

+

r

r


oleObject38.bin

image38.wmf
p

p

.

2

k

+


oleObject39.bin

image39.wmf
)

(

)

(

,

q

q

q

f

f

=

-

Î

"

R


oleObject40.bin

image40.emf
y

x



 

O

) (  M

) ( M


oleObject41.bin
y�

x�

�

�

�

�

O�

�

�

�

�


image41.wmf
+

R


oleObject1.bin

oleObject42.bin

image42.wmf
-

R


oleObject43.bin

image43.wmf
Ox


oleObject44.bin

image44.wmf
)

(

)

(

,

q

q

q

f

f

-

=

-

Î

"

R


oleObject45.bin

image45.emf


 

O

) (  M

) ( M

) (  u


oleObject46.bin
�

�

�

�

�

�

O�

�

�

�

�

�


oleObject47.bin

