	Nombre dérivé
I. Nombre dérivé d’une fonction en un point
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soient a et b deux réels distincts de I.
On appelle taux de variation de f entre a et b le rapport .

Exemple
Soit f définie sur  par f(x)=- alors le taux de variation de f entre 1 et 2 est égal à =-9.

Remarques
· Le taux de variation est aussi appelé taux d’accroissement ;
· Le taux de variation est parfois noté ;
· En cinématique, si f est la loi horaire d’un mobile alors le taux de variation entre a et b est la vitesse moyenne de ce mobile entre les instants t=a et t=b.

Interprétation graphique du taux de variation0
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Soient C la courbe représentative de la fonction f dans un repère et les points A et B de C d’abscisses respectives a et b.
Le taux de variation = est le coefficient directeur de la sécante (AB) à la courbe C.

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant a et a+h avec h réel non nul.
La fonction f est dérivable en a si et seulement si  tend vers un réel ℓ lorsque h tend vers 0.
ℓ est alors appelé nombre dérivé de f en a et on le note f’(a) : f′(a)=

Exemple
f est la fonction définie sur  par f(x)=, f est-elle dérivable en 1 ?
Pour tout hý0,  ====2+h
Quand h tend vers 0 alors 2+h tend vers 2 donc  =2 : on en déduit que f est dérivable en 1 et f ′(1)=2.
Vérification à l’aide de la calculatrice : TI↔MATH , ndervi(f(X),X,a)	CASIO↔OPTN F… ↔ CALC ↔ d/dx(f(X),a).

Remarques
· Le nombre dérivé est parfois noté : =
· En cinématique, si f est la loi horaire d’un mobile alors f (a) est la vitesse instantanée de ce mobile à l’instant a.

Interprétation graphique du nombre dérivé
[image: 6B4308A6]Soit C la courbe représentative de f dans un repère et soient A et M les points de C d’abscisses respectives a et a+h.
Comme  est le coefficient directeur de la droite (AM) alors dire que  tend vers f (a) quand h tend vers 0, c’est dire que le coefficient directeur de la sécante (AM) à la courbe C tend vers f ′(a).
Autrement dit, lorsque M tend vers A sur la courbe C, les droites (AM) tendent vers une position limite : la droite T passant par A et de coefficient directeur f ′(a).

II. Tangente à une courbe
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, dérivable en un réel a de I et soit C sa courbe représentative.
La droite passant par A et de coefficient directeur f ′(a) est appelée la tangente à la courbe C au point A.

ExempleO
i

 j

A

Soient f la fonction définie sur  par f(x)= et C sa courbe représentative dans un repère.
D’après l’exemple précédent, f est dérivable en 1 et f ′(1)=2. 
On en déduit que la tangente T à C au point A d’abscisse 1 est la droite passant par A et de coefficient directeur 2.

Remarques
· Dire qu’une fonction f est dérivable en a revient à dire que sa courbe représentative admet une tangente non verticale au point d’abscisse a ;
· Si f (a)=0 alors la tangente est horizontale.

Propriété
Soient f une fonction définie sur un intervalle I, dérivable en un réel a de I et C sa courbe représentative dans un repère alors la tangente à la courbe C au point A  admet pour équation : y=f ′(a)(x−a)+f(a).

Démonstration
Soit T la tangente à C au point A alors T a pour coefficient directeur f ′(a).
Elle admet donc une équation de la forme y=f ′(a)x+b.
Or A appartient à T donc ses coordonnées vérifient l’équation de T : f(a)=f ′(a)a+b ou encore b=f(a)−f ′(a)a.
T admet donc pour équation : y=f ′(a)x+f(a)−f ′(a)a ou encore y=f ′(a)(x−a)+f(a).

Exemple
La tangente à la courbe représentative de la fonction f définie sur  par f(x)= au point A d’abscisse 1 admet pour équation y=f (1)(x−1)+f(1), or f (1)=2 et f(1)=1 donc la tangente admet pour équation y=2x−2+1 ou encore y=2x−1.

III. Approximation affine d’une fonction dérivable en un point
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant a.
Si f est dérivable en a alors la fonction affine g définie par g(x)= f ′(a)(x−a)+f(a) est appelée l’approximation affine de f en a.

Interprétation graphique
Si C la courbe représentative de f alors la tangente T à C en A  est presque confondue avec C au voisinage de A.
Cela signifie que pour des valeurs de x voisines de a, f(x) est voisin de g(x) où g est la fonction affine représentée par T.
On admet qu’aucune autre droite ne pourra être plus proche de C au voisinage de a, c'est-à-dire que g est la fonction affine qui approche le mieux la fonction f au voisinage de a : pour x proche de a, f(x)óg(x) ou encore f(x)óf(a)+f(a)(x−a).
En posant  x=a+h, on obtient alors f(a+h)óf(a)+f ′(a)h pour h voisin de 0.

Propriété
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant a.
Si f est dérivable en a alors pour h voisin de 0, f(a+h)óf(a)+f ′(a)h.

Exemple
Déterminer une valeur approchée de .
Soit f la fonction définie sur  par f(x)= alors =f(1,002)=f(1+0,002)
Pour hý0 tel que 1+hÃ0 :
=====.
 == donc la fonction f est dérivable en 1 et f ′(1)=.
Pour h proche de 0, f(1+h)óf(1)+f(1)×h donc f(1+h)ó1+h.
0,002 est proche de 0 donc f(1+0,002)ó1+×0,002, c’est-à-dire ó1,001.
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Sif est dérivable en 2, la courbe ¢, admet une tangente 4 au point A(a ; f(a)) .
On peut démontrer, ce que fon admet ci, que parmiles droites passant par A, la tangente 4 est celle qui approche
le mieux la courbe autour du point A

Comme 4 est la représentation graphique de la fonction x = f(a) + £'(a) x (x~ ), on dit que la fonction
X f(a)+ (@) X (x - a) estla meilleure approximation affine de fau voisinage de a.

Enposant h = x-a,on peut die que lafonction - f(a) +  (a) x h estlameileure approximation afine de a fonction
h> f(a+h) auvoisinage de 0.

Sifest dérivable en a, alors f(a+ h)=f(a)+f(a)xh lorsque h=0.

Uermeur commise en remplagant f(a + h) par 1(2)-+1'(@) x  est: r
PM = [f(a+h)~f(a)-hf"(a)| = lhxe(h), Ha+h '
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donc £(h) tend vers 0.
Ainsi, lorsque h est proche de 0, le(h)| est proche de 0 et fordre
de grandeur de PM = |hf|e(h)| est inférieur & celui de [h|
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E Approximation affine associée a une fonction

fest une fonction définie sur un intervalle | et a est un réel e I.
Si fest dérivable en g, alors il existe une fonction @ telle que pour tout réel h,
aveca+ hdans|: f(a+h) =f(a)+hf'(a)+ho(h) et limo(h) = 0.

On dit que f(a) + hf’(a) est V'approximation affine de f(a-+ h) pour h pro-
che de 0, associée a la fonction f.

Démonstration
Pourh=0, onpose g (h) = L@+ D=0
fest dérivable en adonc lorsque htend vers 0, @(h) tend vers f*(a) - f'(a) C'est-a-dire0.
Diautre part ho(h) = f(a+ h)~F(a)~f'(a), soit:

f(a+h) = f(a)+h'(a) + he(h) (égalité vraie aussi pour h = 0).

-f'(a)

W Interprétation graphique

Dans un repére, € est la courbe de fet T la tangente a€ au point A d"abscisse a.
NM = |f(a+h) - f(a)- hf'(a)| = |he (M)].

Lorsque h tend vers 0, | ho (h)| tend vers 0. Donc f(a) + hf’(a) est une valeur
approchée de f(a + ) d'autant meilleure que h est proche de 0.




